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1 Описание работы
Со второго семестра в рамках образовательной программы началось знакомство с систе-

мой вёрстки LATEX, базирующейся на разметочном языке. Эта система широко используется
при подготовке научных и инженерных текстов.

Чтобы создать PDF-документ, нужно подготовить файл с расширением .tex . В его нача-
ле (так называемой преамбуле) указывается класс документа, подключаются необходимые
пакеты, задаётся кодировка, а также можно определить собственные команды и окружения.

В LATEX предусмотрены специальные команды, позволяющие структурировать текст:

• \section{} — для создания разделов;

• \subsection{} — для подразделов;

• \subsubsection{} — для более мелкой структуры.

Для изменения внешнего вида текста можно использовать следующие команды:

• \textbf{} — делает текст жирным;

• \textit{} — выделяет курсивом.

Формулы оформляются с помощью специальных окружений. Например:
Z ∞

0
e− x2

dx =
p

π
2

(1)

Для визуализации графиков можно воспользоваться программой Gnuplot . После ввода
функции в терминале создаётся график, который затем можно вставить в документ.

Готовый документ можно собрать с помощью следующих команд:

• latex namefile.tex

• dvips -Ppdf -G0 namefile.dvi

• ps2pdf namefile.ps

2 Результаты работы

2.1 Çàäàíèå 2

Поскольку функция y = f (x) непрерывна при x = x0, то lim ∆ x → 0 ∆ y = 0 и, следовательно,
в силу теоремы о пределе сложной функции (см. (6.41) в п. 6.13) имеем

lim
∆ x → 0

ε (∆ y) = 0 . (2)

Поделив обе части первого равенства (10.30) на ∆ x 6= 0 , получим
∆ z
∆ x

= g′(y0)
∆ y
∆ x

+ ε (∆ y)
∆ y
∆ x

. (3)

В силу равенства (14) и lim ∆ x → 0
∆ y
∆ x = f ′(x0) предел правой части равенства (15) при ∆ x ! 0

существует и равен g′(y0)f ′(x0), следовательно, существует и предел левой части, т.е. суще-
ствует

F ′(x0) = lim
∆ x → 0

∆ z
∆ x

,

причем
F ′(x0) = g′(y0)f ′(x0). ◁
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(èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû äèôôåðåíöèàëà).
dz = F 0(x0)dx = g0(y0)dy; (4)

èëè, êîðî÷å,
dz = z0

xdx = z0
ydy:

Ýòà ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìàëüíî çàïèñè äèôôåðåíöèàëà ñëîæíîé ôóíêöèè ïî-
ñðåäñòâîì íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x è ïîñðåäñòâîì çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y èìåþò îäèí è
òîò æå âèä, íî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî çäåñüdx = � x � ïðèðàùåíèå íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé x, à dy � äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y = f (x), ò.å. ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ � y
çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ("ãëàâíàÿ"â òîì ñìûñëå, ÷òî ðàçíîñòü � y � dy ÿâëÿåòñÿ ïðè � x ! 0
áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ñàìî � x).

Äîêàæåì ôîðìóëó (16):
dz = dF(x0) = F 0(x0)dx = g0(y0)f 0(x0)dx = g0(y0)dy:

/ Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = x � ; x > 0; � 2 R; ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (10.28). Äëÿ
ýòîãî ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ y = x � êàê êîìïîçèöèþ ôóíêöèé y = eu è u = � ln x. Çàìåòèâ,
÷òî dy

du = eu; du
dx = a

x ;

(x � )0 = ( e� ln x )0 = ( eu)0 � (� ln x)0 = eu � � �
1
x

= e� ln x �
�
x

= x � �
�
x

= �x � � 1;

ò.å.
(x � )0 = �x � � 1: (5)

10.8. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå.

Íåðåäêî â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå âñòðå÷àþòñÿ ôóíêöèè

ex � e� x

2
è

ex + e� x

2
:

Îíè èìåþò ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ: ïåðâàÿ èç íèõ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñè îáî-
çíà÷àåòñÿshx, à âòîðàÿ � ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñchx. Òàêèì îáðàçîì,

shx def=
ex � e� x

2
; (6)

chx def=
ex + e� x

2
: (7)

Ýòè ôóíêöèè îáëàäàþò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè, ïîõîæèìè íà ñâîéñòâà îáû÷íûõ (êðóãî-
âûõ) ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ, íàïðèìåð,

ch2 x � sh2 x =
1
4

(e2x + 2 + e� 2x � e2x + 2 � e� 2x ) = 1 ; (8)

2 shx chx = 2 �
ex � e� x

2
�

ex + e� x

2
=

e2x � e� 2x

2
= sh 2x: (9)

Ñëîâî �ãèïåðáîëè÷åñêèé� â íàçâàíèÿõ ôóíêöèé (6) è (7) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî óðàâíåíèÿ

x = acht; y = asht; a > 0; �1 < t < + 1 ;

ÿâëÿþòñÿ, â ñèëó ôîðìóëû (8), ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû
y2 = x2 � a2, ïîäîáíî òîìó, êàê óðàâíåíèÿ

x = acost; y = asint; 0 � t � 2�;

ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè îêðóæíîñòè x2 + y2 = a2.
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñà, êîñèíóñà:

(shx)0 =
�

ex � e� x

2

� 0

=
ex + e� x

2
= ch x; (10)

(chx)0 =
�

ex + e� x

2

� 0

=
ex � e� x

2
= sh x: (11)
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10.9. Ïðîèçâîäíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî àð-
ãóìåíòà.

Åñëè ôóíêöèÿ f (x) çàäàíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 ÷èñëîâîé îñè è ïðèíèìàåò,
âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ, ò.å. èìååò âèä

f (x) = u(x) + iv (x); x 2 R; x0 2 R; x 2 U;

òî åå ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

f 0(x0) = u0(x0) + iv 0(x0) (12)

(ñàìî ñîáîé ðàçóìååòñÿ, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå èìååò ñìûñë òîëüêî òîãäà, êîãäà ó ôóíêöèé
u(x) è v(x) ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x0).

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îñòà¼òñÿ ëèíåéíîé:

(� 1f 1 + � 2f 2)0 = � 1f 0
1 + � 2f 0

2; � 1 2 C; � 2 2 C:

Åñëè f (x) = cos �x + i sin�x , òî

f 0(x) = � � sin�x + i� cos�x = i� (cos�x + i sin�x ) = i�f (x): (13)

Ìîæíî îáîáùèòü ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé íà ñëó÷àé êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé êîìïëåêñ-
íîãî ïåðåìåííîãî. Ýòî ïîíÿòèå ïðèâîäèò ê áîëüøîìó êà÷åñòâåííîìó ìíîãîîáðàçèþ íîâûõ
ÿâëåíèé è ïîòîìó èçó÷àåòñÿ â îòäåëüíîì êóðñå òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Ÿ11. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

11.1. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) èìååò ïðîèçâîäíóþ y0 = f 0(x) âî âñåõ òî÷êàõ íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè x0. Åñëè ôóíêöèÿ f 0(x) â ñâîþ î÷åðåäü èìååò â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíóþ [f 0(x)]0

�
�
x= x0

,
òî îíà íàçûâàåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àåòñÿ f 00(x0) èëè
f (2) x0. Òàêèì îáðàçîì, îïóñêàÿ îáîçíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, èìååì:

y(2) = y00def= ( y0)0:

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ è ïðîèçâîäíûå y(n) áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ n:

y(n+1) = [ y(n) ]0; n = 0; 1; : : : (14)

ãäå äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàåòñÿ, ÷òîy(0) = y.
Åñëè y = ax ; a > 0, òî y0 = ax ln a; y00= ax (ln a)2, âîîáùå, y(n) = ax (ln a)n , n=0,1,2... Â

÷àñòíîñòè, åñëèy = ex , òî
(ex )(n) = ex : (15)

Åñëè y = sin x; y0 = cosx; y(2) = � sinx; y(3) = � cosx; y(4) = sin x. Çàìåòèâ, ÷òî cos(� ) =
sin

�
� + �

2

�
; ïîëó÷èì

y0 = sin
�

� +
�
2

�
; y(2) = cos

�
x +

�
2

�
= sin

�
x + 2

�
2

�
:

Âîîáùå,
(sinx)(n) = sin

�
x + n

�
2

�
: (16)

Àíàëîãè÷íî,
(cosx)(n) = cos

�
x + n

�
2

�
; n = 0; 1; : : : (17)

2.2 Çàäàíèå 3
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Ðèñ. 1: Ãðàôèê ôóíêöèè y = x3
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