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1 Îïèñàíèå ðàáîòû

Â êóðñå �Ó÷åáíàÿ ïðàêòèêà: êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè â ìàòåìàòèêå� ñòàâèëàñü öåëü
îñâîåíèÿ èíñòðóìåíòîâ ðàáîòû ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè òåêñòàìè, îáó÷åíèå âëàäåíèþ ïîñòðîåíèÿ
íàó÷íûõ ãðàôèêîâ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû Gnuplot. Â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî çàäàíèÿ ÿ
îáó÷èëñÿ òðàíñëÿöèè LaTeX ôàéëîâ â äðóãèå ôîðìàòû, à èìåííî êàê êîíâåðòèðîâàòü ôàéë
.tex â .pdf è .dvi ñ ïîìîùüþ êîìàíä. Âòîðûì çàäàíèåì êàæäîìó áûëî íåîáõîäèìî ïåðåïèñàòü
ìàòåìàòè÷åñêèé òåêñò, â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî ÿ îçíàêîìèëñÿ ñî ñïåöñèìâîëàìè, íà-
ó÷èëñÿ ïèñàòü ñëîæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òåêñòà, âåäü òàì íàäî áûëî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû
ñî ñïåöñèìâîëàìè. Âûïîëíÿÿ òðåòüå çàäàíèå, ÿ óçíàë êàê ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû Gnuplot ñòðî-
èòü íåîáõîäèìûå ãðàôèêè â pdf-ôîðìàòå, à òàê æå óñïåøíî âêëþ÷àòü èõ â ñâîè ðàáîòû. Â
õîäå êóðñà ÿ ïðèîáð¼ë çíàíèÿ, êîòîðûå â äàëüíåéøåì ïîçâîëÿò ìíå ñàìîìó ïèñàòü ñâîè ìà-
òåìàòè÷åñêèå òåêñòû ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ôîðìóë, îôîðìëåíèé, à òàê æå ñòðîèòü ãðàôèêè
è èñïîëüçîâàòü èõ â ñâîèõ ðàáîòàõ.

2 Ðåçóëüòàòû ðàáîòû

2.1 Çàäàíèå 2

òî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ (íå áîëüøå, ÷åì n) îí ïîëó÷àåò íåêîòîðûé íîìåð m è â
ìíîæåñòâå Y , ò. å. áóäåò îáîçíà÷åí ym , ïðè÷åì, ïî-ñêîëüêó ìíîæåñòâî Y áåñêîíå÷íî, ýòîò
ïðîöåññ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí íåîãðàíè÷åííî. Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y
îêàæóòñÿ ïåðåíóìåðîâàííûìè, ÷òî è îçíà÷àåò ñ÷åòíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà. ◁

Òåîðåìà 5 Ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî

▷ Ðàñïîëîæèì âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà â òàáëèöó, ñîäåðæàùóþ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñòðîê è
ñòîëáöîâ, ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. òàáëèöó):

0 1 -1 2 -2 . . .
1
2

−1
2

3
2

−3
2

5
2

. . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1
n

− 1
n

. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Çäåñü â n-þ ñòðî÷êó ïîìåùåíû ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, çàïèñûâàåìûå íåñîêðàòèìûìè ðàöè-
îíàëüíûìè äðîáÿìè ñî çíàìåíàòåëåì n è

óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ èõ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí,
ïðè÷åì íåïîñðåäñòâåííî çà êàæäûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñ-
ëîì ñëåäóåò åìó ïðîòèâîïîëîæíîå. Î÷åâèäíî,÷òî êàæäîå
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî íàõîäèòñÿ íà êàêîì-òî ìåñòå â ýòîé
òàáëèöå.

Çàíóìåðóåì òåïåðü ýëåìåíòû ïîëó÷èâøåéñÿ òàáëèöû
ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ñõåìå, â êîòîðîé â êðóæî÷êàõ ñòîÿò
íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ, à ñòðåëêè óêàçûâà-
þò íàïðàâëåíèå íóìåðàöèè.

Â ðåçóëüòàòå âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà îêàçûâàþòñÿ çà-
íóìåðîâàííûìè, ò. å. ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

ñ÷åòíî. ◁
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà, ò.å. áåñêîíå÷íûå

ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñ÷åòíûìè, à åñëè ñóùåñòóþò, òî èíòåðåñíî ïîñòðîèòü ïðèìåð
íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà.
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Ëåììà 3 Ëþáîé îòðåçîê ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñîñòîèò èç íåñ÷åòíîãî ìíî-

æåñòâà òî÷åê.

▷ Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ïóñòü òî÷êè íåêîòîðîãî îòðåçêà [a, b], a ∈ R, b ∈ R, a < b, ìîæíî çàíó-
ìåðîâàòü: [a, b] = {x1, x2, . . . , xn, . . . }. Âûáåðåì

Ðèñ. 48:

Âûáåðåì êàêîé-òî îòðåçîê [a1, b1], ëåæàùèé íà [a, b] è íå ñîäåð-
æàùèé òî÷êè x1 (ðèñ. 48):

x1 /∈ [a1, b1] ⊂ [a, b].

Äàëåå âûáåðåì îòðåçîê [a2, b2, ëåæàùèé íà [a1, b1] è íå ñîäåð-
æàùèé òî÷êè x2, è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûáðàí îòðåçîê

[an, bn], òî âûáåðåì îðåçîê [an+1, bn+1], ëåæàùèé íà [an, bn] è íå ñîäåðæàùèé òî÷êè xn+1. Ïðî-
äîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ [an, bn], n = 1, 2, . . . , òàêóþ, ÷òî

xn /∈ [an, bn], n = 1, 2, . . . (1)

Ñëåäîâàòåëüíî, íè îäíà òî÷êà xn íå ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ
∞⋂
n=1

[an, bn], íî ñîãëàñíî

ïðèíöèïó âëîæåííûõ îòðåçêîâ (ñì. ï. 4.5, òåîðåìà 3) ñóùåñòâóåò òî÷êà, îáîçíà÷èì å¼ ξ,
ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì [an, bn]:

ξ ∈ [an, bn], n = 1, 2, . . . , (2)

à ïîýòîìó è îòðåçêó [a, b], èáî [an, bn] ⊂ [a, b] ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . À òàê êàê âñå òî÷êè îòðåçêà
[a, b] ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïåðåíóìåðîâàíû, òî òî÷êà ξ òàê æå äîëæíà èìåòü êàêîé-òî íîìåð,
ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0, ÷òî ξ = xn0 , è òîãäà ñîãëàñíî (2) ïîëó÷èì

x0 ∈ [an, bn], n = 1, 2, . . . (3)

Â ÷àñòíîñòè x0 ∈ [an0 , bn0 ], à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1). ◁

Òåîðåìà 6 (Êàíòîð*)) Ìíîæåñòâî Âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

▷ Åñëè áû ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë áûëî ñ÷åòíûì, òî áûëî áû ñ÷åòíûì, ñî-
ãëàñíî ëåììå 2, è ëþáîå åãî ïîäìíîæåñòâî, â ÷àñòíîñòè, ëþáîé îòðåçîê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ëåììå 3.◁

�5. Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

5.1 Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå
ïðåäåëà. Íà÷íåì åãî èçó÷åíèå ñ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë. Íàïîìíèì (ñì. ï. 4.6*, ïðèìåð 5), ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {xn} ýëå-
ìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç xn. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ "çàíóìåðîâàííîå"íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî x1, x2, . . . , xn, . . . äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì
÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ðàçíûìè íîìåðàìè ìîãóò èìåòü îäíî è òî æå çíà÷å-
íèå. Ïðèìåðàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿþòñÿ 1, 12 ,

1
3 , . . . ,

1
n , . . . è 1, 1, 1, . . . , 1, . . .

Â äàëüíåéøåìâ ýòîì ïàðàãðàôå áóêâîé n âñåãäà îáîçíà÷àþñòÿ íàòóðàëüíûå
÷èñëà.
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Ïîä áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé áóäåì ïîíèìàòü îäíó èç
áåñêîíå÷íîñòåé +∞,−∞,∞ (ñì. ï. 2.2).

Îïðåäåëåíèå 1 Êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ÷èñëîâîé ïðÿìîé
íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì íåêîòîðîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, åñëè êàêîâà áû íè áûëà îêðåñòíîñòü òî÷êè , îíà ñîäåðæèò âñå ÷ëåíû
ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà.

Ýòîò íîìåð çàâèñèò, âîîáùå ãîâîðÿ, îò âûáîðà îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ñôîð-
ìóëèðîâàííîå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âíå ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
íàõîäèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Âñïîìíèâ, ÷òî îêðåñòíîñòè êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì íåêîòîðîãî ÷èñëà ϵ > 0 (ï. 2.2), îïðåäå-
ëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ïåðåôðàçèðî-
âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òî÷êà a(êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ) ÷èñëîâîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ
ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, åñëè äëÿ
ëþáîãî ϵ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð nϵ, ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > nϵ âñå ÷ëåíû
xn ñîäåðæàòñÿ â îêðåñòíîñòè U(a; ϵ):

xn ∈ U(a; ϵ), n > nϵ. (1)

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ýòî óñëîâèå, òî ïèøóò limn→∞ xn = a èëè xn → a ïðè
n → ∞ (à èíîãäà ïèøóò xn → a, n = 1,2,. . . ) è ãîâîðÿò, ÷òî ÷ëåíû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {xn} ñòðåìÿòñÿ ê a.

Ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è âñåîáùíîñòè îïðåäåëåíèå
ïðåäåëà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a = lim
n→∞

xn
def⇔ ∀ϵ > 0 ∃nϵ : ∀n > nϵ xn ∈ U(a; ϵ) (2)

Åñëè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé
òî÷êîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ò. å. ÷èñëîì, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìå-
åò êîíå÷íûé ïðåäåë

Îïðåäåëåíèå 2 Åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë,
òî îíà íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

Äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà îïðåäåëåíèå 1 ïðåäåëà ìîæíî ïåðåôðàçèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

×èñëî a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
åñëè äëÿ ëþáîãî ϵ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð nϵ, ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > nϵ

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|xn − 0| < ϵ (3)

Â ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëàõ ýòà ôîðìóëèðîâêà âûãëÿäèò ñëåþóùèì îáðàçîì:

a = lim
n→∞

xn
def⇔ ∀ϵ > 0 ∃nϵ ∀n > nϵ : |xn − a| < ϵ. (4)
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2.2 Çàäàíèå 3

Ïðè ðàáîòå ñ ãðàôèêàìè ÿ èñïîëüçîâàë áåñïëàòíóþ óòèëèòó gnuplot, ñîçäà-
âàÿ pdf-ôàéëû è ïðèêðåïëÿÿ èõ ê ôàéëó LaTeX.
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Ðèñ. 1: Ãðàôèê 3 ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû
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