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Òåîðåìà 1. Åñëè êðèâàÿ Γ = {r(t); a 6 t 6 b} íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìà, òî îíà ñïðàìëÿåìà è åå äëèíà SΓ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|r(b)− r(a)| 6 SΓ 6 c(b− a), (1)

ãäå

c = max
[a,b]
|r′(t)| (2)

. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè íà îòðåçêå [a, b] ïðî-
èçâîäíîé r'(t) ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ |r'(t)| òàêæå íåïðåðûâíà íà ýòîì îò-
ðåçêå, à ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíà è ïðèíèìàåò íà íåì íàèáîëüøåå çíà-
÷åíèå. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ÷èñëî c = max

[a,b]
|r′(t)| < +∞.

Âîçüìåì êàêîå-ëèáî ðàçáèåíèå τ = {ti}i=iτi=0 îòðåçêà [a, b]. Òîãäà, èñ-
ïîëüçóÿ î÷åâèäíîå âåêòîðíîå òîæäåñòâî

r(b)− r(o) =
iτ∑
i=1

r(ti)− r(ti−1) (3)

è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 èç ï. 16.2, ïîëó÷èì

|r(b)− r(o)| =
1

∣∣∣∣∣
iτ∑
i=1

r(ti)− r(ti−1)

∣∣∣∣∣ 6
iτ∑
i=1

|r(ti)− r(ti−1)| 6 (4)

6
iτ∑
i=1

|r′(ξi)|(ti − ti−1) 6
2
c

iτ∑
i=1

ti − ti−1 = c(b− a), (5)

ãäå ti−1 < ξi < ti, i = 1, 2, ..., iτ . Òàê êàê
∑iτ

i=1 |r(ti)− r(ti−1)| =
(17.18)

στ−
äëèíà âïèñàííîé â êðèâóþ Ã ëîìàíîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ τ , òî
èç íåðàâåíñòâà 5 ñëåäóåò, ÷òî

|r(b)− r(a)| 6 στ 6 c(b− a). (6)

Ïåðåéäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåâîçìîæíûì ðàçáèå-
íèÿì τ îòðåçêà [a, b], ïîëó÷èì, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (17.19), íåðàâåíñòâî
1

|r(b)− r(a)| 6 SΓ =
(17.19)

sup
Γ
στ 6 c(b− a). (7)

Ïîýòîìó SΓ < +∞, ò.å. êðèâàÿ Γ ñïðÿìëÿåìàÿ. /
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Òåîðåìà 2. Åñëè êðèâàÿ Γ = {r(t) = (x(t), y(t), z(t)); a 6 t 6 b} íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, òî ïåðåìåííàÿ äëèíà äóãè s = s(t), îòñ÷èòû-

âàåòñÿ îò íà÷àëà êðèâîé Γ, ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà t è

ds

dt
=

∣∣∣∣drdt
∣∣∣∣ =

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

. (8)

. Êàê è âûøå, áóäåì ÷åðåç M(t) îáîçíà÷àòü êîíåö ðàäèóñ-âåêòîðà
r(t). Ïóñòü s(t) - äëèíà äóãè êðèâîé Γ îò òî÷êè M(a) äî òî÷êè M(t),
t ∈ [a, b], t + ∆t+ ∈ [a, b], è ∆s = s(t + ∆t) − s(t0). Î÷åâèäíî, ÷òî |∆s|
ÿâëÿåòñÿ äëèíîé äóãè ñ êîíöàìè â òî÷êàõ M(t) è M(t+ ∆t).

Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 1 äëÿ ∆r = r(t + ∆t) − r(t) èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

|∆r| = |r(t+ ∆t)− r(t)| 6 |∆s| 6 c|∆t|, (9)

ãäå c - íàèáîëüøåå çíà÷åíèå |r′(t)| íà îòðåçêå ñ êîíöàìè â òî÷êà t è
t+ ∆t. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ = ξ(∆t) òî÷êó ýòîãî îòðåçêà, â êîòîðîé

|r′(ξ)| = c. (10)

Ïîäåëèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà 9 íà |∆t|,∆t 6= 0 :∣∣∣∣∆r

∆t

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∆s∆t

∣∣∣∣ 6 c =
10
|r′(ξ)|. (11)

Ôóíêöèÿ s = s(t) âîçðàñòàåò (ñ óâåëè÷åíèåì äóãè åå äëèíà âîçðàñ-
òàåò). Ïîýòîìó åñëè ∆t > 0, òî ∆s > 0, à åñëè ∆t < 0, òî ∆s 6 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà
∆s

∆t
> 0, èíà÷å ãîâîðÿ,

∣∣∣∣∆s∆t

∣∣∣∣ =
∆s

∆t
.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî 11 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∣∣∣∣∆r

∆t

∣∣∣∣ 6 ∆s

∆t
6 |r′(ξ)|. (12)

Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà èìåþò ïðè ∆t→ 0 îäèí è òîò
æå ïðåäåë, ðàâíûé |r′(t)|. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé

lim
∆t→0

∣∣∣∣r(t+ ∆t)− r(t)

∆t

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ lim
∆t→0

r(t+ ∆t)− r(t)

∆t

∣∣∣∣ = |r′(t)| (13)
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Èç âûïîëíåíèÿ æå óñëîâèÿ ξ ∈ [t, t + ∆t] ïðè ∆t > 0 èëè óñëîâèÿ
ξ ∈ [t+∆t, t] ïðè ∆t < 0 ñëåäóåò, ÷òî lim

∆t→0
ξ = t, à òàê êàê ôóíêöèÿ |r′(t)|

íåïðåðûâíà, òî îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî lim
∆t→0

|r′(ξ)| = |r′(t)|. À òîãäà èç

íåðàâåíñòâà 12 ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäåë lim
∆t→0

∆s

∆t
ñóùåñòâóåò è òàê æå ðàâåí

|r′(t)|. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ s′(t) è ÷òî s′(t) = |r′(t)|.
Åñëè r(t) = (x(t), y(t), z(t)), òî r′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)), à ïîòîìó

s′(t) = |r′(t)| =
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2./ (14)

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè äëèíà σ äóã êðèâîé Γ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò åå êîíöà,

òî σ = SΓ − s è, ñëåäîâàòåëüíî,
dσ

ds
= −1, ïîýòîìó

dσ

dt
=
dσ

ds

ds

dt
= −ds

dt
= −|r′(t)|. (15)

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ãðèâàÿ Γ = {r(t); a 6
t 6 b} íå èìååò îñîáûõ òî÷åê (r′(t) 6= 0[a, b]), ò.å. Γ - ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî
â ñèëó òåîðåìû 2 ïåðåìåííàÿ äëèíà äóãè s = s(t), îòñ÷èòûâàåìàÿ îò
íà÷àëà M(a) êðèâîé Γ, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé ñ ïðîèçâîäíîé, ïîëîæèòåëüíîé âî âñåõ òî÷êàõ
îòðåçêà [a, b] : s′(t) = |r′(t)| > 0. À òàê êàê s(a) = 0, s(b) = SΓ, òî îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ t = t(s) îäíîçíà÷íà, ñòðîãî âîçðàñòàåò, íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà íà îòðåçêå [0, SΓ] è

dt

ds
=

1
ds
dt

(16)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîé ãëàäêîé êðèâîé åå ïàðàìåòð ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé ïåðå-
ìåííîé äëèíû äóãè è ïðîèçîâäíàÿ ýòîé ôóíêöèè íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â
íóëü.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ t = t(s) åñòü äîïóñòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå ïà-
ðàìåòðà â ñìûñëå ï. 17.1 è, ñëåäîâàòåëüíî, íà ãëàäêîé êðèâîé â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðà ìîæíî âçÿòü ïåðåìåííóþ äëèíó åå äóã. Èç ñêàçàííîãî âûòå-
êàåò òàêæå, ÷òî èìååò ñìûñë ïðîèçâîäíàÿ

dr

ds
=
dr

dt

dt

ds
(17)
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Âåêòîð
dr

ds
òîëüêî ÷èñëîâûì ìíîæèòåëåì

dt

ds
îòëè÷àåòñÿ îò êàñàòåëü-

íîãî âåêòîðà
dr

dt
6= 0 è ïîýòîìó òàêæå íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé. Äîêà-

æåì, ÷òî âåêòîð
dr

ds
ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì.

Òåîðåìà 3. Åñëè íà êðèâîé Γ = {r(s); 0 6 s 6 S} ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ

äëèíà äóãè è êðèâàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, òî∣∣∣∣drds
∣∣∣∣ = 1 (18)

. Èç ôîðìóëû 8 ïðè t = s èìååì∣∣∣∣drds
∣∣∣∣ =

ds

ds
= 1./ (19)

Ïîñêîëüêó íà ãëàäêîé êðèâîé ìîæíî âçÿòü çà ïàðàìåòð äëèíó äóãè,
òî ôîðìóëà 18 èìååò ìåñòî äëÿ ãëàäêèõ êðèâûõ.

Ðàçúÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðàâåíñòâà 18.
Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè êðèâîé, íàçûâàåòñÿ õîðäîé, ñòÿãè-

âàþùåé äóãó êðèâîé ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ. Ïóñòü êðèâàÿ Γ êëàäêàÿ
è r(s), 0 6 s 6 S, - åå âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðà âûáðàíà ïåðåìåííàÿ äëèíà äóãè êðèâîé s ∈ [0, S].

Äëèíà õîðäû, ñîåäèíÿþùåé êîíöû ðàäèóñ-âåêòîðîâ r(s0) è r(s0 +
∆s), s0 ∈ [0, S], s0 + ∆s ∈ [0, S], ðàâíà äëèíå |∆r| âåêòîðà ∆r = r(s0 +
∆s)− r(s0) (ðèñ. 94)
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